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Аннотация. Рассматривается задача упаковки множества прямоугольников в верти-

кальную полосу (strip packing problem). Изучается важный подкласс онлайновых ал-

горитмов для этой задачи – так называемые шельфовые алгоритмы. Предложен об-

щий метод вероятностного анализа шельфовых алгоритмов, позволяющий для многих

шельфовых алгоритмов оценивать математическое ожидание незаполненной площади,

в предположении, что высота и ширина каждого прямоугольника являются случайными

величинами.

1. Введение
В задаче упаковки в полосу (strip packing) цель состоит в упаковке множе-

ства прямоугольников в вертикальную полосу единичной ширины так, что сто-

роны прямоугольников должны быть параллельны сторонам полосы (вращения

запрещены). При анализе по худшему случаю обычно минимизируют необходи-

мую для упаковки высоту полосы, а при анализе в среднем — математическое

ожидание незаполненной площади (от нижней границы прямоугольников в упа-

ковке до верхней) [8, 3]. Эта задача возникает во многих контекстах и имеет

много приложений, в частности, при разработке СБИС, построении оптималь-

ных расписаний для кластеров и т.д. Ее частными случаями являются задача

упаковки в контейнеры (bin packing) и задача об m-процессорном расписании.

1Работа выполнена при поддержке РФФИ, проект 05-01-00798.
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При анализе on-line версии задачи упаковки в полосу в [1] были введены так

называемые шельфовые алгоритмы. Упаковка состоит из серии слоёв (шель-

фов). Высоты слоёв выбираются из множества {rn}, где rn = (1 − δ)n, δ —

некоторый параметр, 0 < δ < 1. Прямоугольники упаковываются в минималь-

ные по высоте шельфы, в которые они входят, т.е. если высота прямоугольника

hi, упаковываем его в шельфы высоты rn, такой что rn+1 < hi ≤ rn. Упаковка

в слои заданной ширины и порождение новых шельфов осуществляется неко-

торой одномерной эвристикой упаковки в контейнеры.

Мы будем называть алгоритмом A(E) шельфовый алгоритм упаковки, ко-

торый на втором этапе использует некоторую произвольную эвристику E. Цель

работы состоит в описании общего метода вероятностного анализа шельфовых

алгоритмов A(E), позволяющего для многих шельфовых алгоритмов оценивать

ожидаемую незаполненную площадь, используя соответствующие результаты

для одномерной эвристики E.

Мы будем рассматривать вероятностное распределение U ([0, 1]) — равно-

мерное распределение на отрезке [0, 1]. Всюду в дальнейшем будем считать, что

для каждого прямоугольника высота hi и ширина wi имеют равномерное рас-

пределение на отрезке [0, 1]. Будем предполагать, что все случайные величи-

ны wi, hi — независимы в совокупности. В дальнейшем будем обозначать че-

рез Σ математическое ожидание площади, не заполненной прямоугольниками,

между основанием полосы и верхней границей самого верхнего шельфа. Будем

предполагать, что число прямоугольников N — бесконечно большая величина

(N → ∞). Отметим, что вероятностному анализу различных эвристик одно и

двумерной упаковки посвящено много работ [2, 3, 4, 5, 6, 7].

Пусть для одномерной эвристики E выполнено следующее соотношение для

математического ожидания разности

E

(
L −

N∑
i=1

wi

)
= O (f(N)) ,

где L — число шельфов, в которые эвристика E упаковывает набор отрез-
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ков {wi}.
Теорема 1. Пусть для E выполнено соотношение: f(N) = Nα logβ N, где

0 < α < 1, β ≥ 0. Тогда для алгоритма A(E) справедлива следующая

оценка:

Σ = O

(
Nα

(
logβ N

δ1−α
+ δN1−α

))
.

Выбирая δ = N (α−1)/(2−α) log(β/(2−α)) N , получаем оценку

Σ = O
(
N1/(2−α) log(β/(2−α)) N

)
.

Отметим, в частности, что для трех важных эвристик упаковки в кон-

тейнеры известно: для First Fit (FF): f(N) = N2/3, для Best Fit (BF):

f(N) = N1/2(log N)3/4, и для наилучшей онлайновой эвристики (best

on-line) BO: f(N) = (N log N)1/2 [5]. Поэтому из теоремы сразу выте-

кает, что для шельфового алгоритма A(FF) Σ = O(N3/4), для A(BF)

Σ = O(N2/3(log N)1/2) [9], для A(BO) Σ = O(N2/3(log N)1/3). Первые два

соотношения дают ответ на вопрос из [6].

Известно, что если отказаться от требования, чтобы алгоритм работал в ре-

жиме on-line, то, как показано в [3], можно достичь оценки средней величины

незаполненной площадиΣ = O
(
N1/2 logN

)
. Открытым вопросом является до-

стижимость подобной оценки в классе on-line алгоритмов.

Мы показываем, что в классе шельфовых алгоритмов (которые образуют

важный подкласс онлайновых алгоритмов) такой оценки достичь невозможно.

Более точно справедлива следующая

Теорема 2. Для любого шельфового алгоритма с произвольной одномер-

ной эвристикой упаковки в контейнеры при распределении wi и hi по за-

кону U ([0, 1]) справедлива следующая оценка:

при Nδ → ∞
Σ = Ω

(
N1/2

δ1/2
+ δN

)
,
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при δ−1 = Ω (N)

Σ = Ω(N).

Отсюда, в частности, вытекает, что в классе шельфовых алгоритмов нельзя по

порядку улучшить оценку

Σ = O
(
N2/3

)
.

2. Доказательство теоремы 1
Пусть зафиксированы N — число прямоугольников, и {rn}∞n=0 — высоты

шельфов. Каждый i-й прямоугольник определён своей высотой hi и шириной

wi, которые являются независимыми в совокупности случайными величинами.

Для краткости будем обозначать через h набор (h1, . . . hN ), а через w — набор

(w1, . . . wN ). Пусть Nn обозначает число прямоугольников, попавших в шель-

фы высоты rn, т.е.

Nn = # {hi|rn+1 < hi ≤ rn} .

Заметим, что случайная величина Nn не зависит от w, а зависит только от h.

Пусть {wn
i , hn

i }Nn

i=1 — набор прямоугольников, упакованных в шельфы вы-

соты rn. Так как hi имеет равномерное распределение то случайная величинаNn

имеет биномиальное распределение, такое что P{Nn = k} =
(
N
k

)
pk(1 − p)N−k,

где p = rn − rn+1, 0 ≤ k ≤ N . Пусть Sn — число шельфов высоты rn, образо-

вавшихся в процессе упаковки.

Используя для условного математического ожидания E(X|Y ) равенство

E X = E(E(X|Y )), оценим ожидаемую пустую площадь:

E

[ ∞∑
n=0

rnSn −
N∑

i=1

wihi

]
= E

∞∑
n=0

rnSn − N

4
= E

∞∑
n=0

rn E (Sn h) − N

4
. (1)

Учитывая предположение теоремы об используемой эвристике и оценке для

нее математического ожидания незаполненной площади, получаем:

E

(
(Sn −

Nn∑
i=1

wn
i ) h

)
= O

(
Nα

n logβ Nn

)
.
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Откуда, ввиду независимости wn
i от h, получаем оценку для числа шельфов

E (Sn|h) = E

(
Nn∑
i=1

wn
i h

)
+ O

(
Nα

n logβ Nn

)
=

Nn

2
+ O

(
Nα

n logβ Nn

)
.

Используя это соотношение, получим, что математическое ожидание пустой

площади равно

E

∞∑
n=0

rn E (Sn h) − N

4
= E

∞∑
n=0

rn

[
Nn

2
+ O

(
Nα

n logβ Nn

)]
− N

4
=

∞∑
n=0

[
rn

N(rn − rn+1)
2

+ E rnO
(
Nα

n logβ Nn

)]
− N

4
= Σ.

В последнем равенстве мы использовали очевидное соотношение:

E Nn = N(rn − rn+1). Учитывая, что rn = (1 − δ)n, 0 < δ < 1, получаем для

некоторой константы c > 0:

Σ ≤ c logβ N
∞∑

n=0

(1 − δ)n
E Nα

n +
N

2(2 − δ)
− N

4
. (2)

Для получения верхней оценки воспользуемся неравенством Йенсена

E Nα
n ≤ (E Nn)α.

Поскольку p = rn − rn+1 = (1 − δ)nδ и E Nn = Np, то E(Nn)α ≤ (Np)α.

Тогда оценим сумму в (2), обозначив ее через Σ1.

Σ1 ≤
∞∑

n=0

(1 − δ)n
E Nα ≤

∞∑
n=0

(1 − δ)n(N(1 − δ)nδ)α.

Далее, имеем

Σ1 ≤
∞∑

n=0

(1 − δ)n(N(1 − δ)nδ)α ≤
∞∑

n=0

(1 − δ)n(N(1 − δ)nδ)α =

=
(Nδ)α

1 − (1 − δ)α+1
.
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Таким образом, получаем оценку для Σ.

Σ ≤ c logβ(N)
(Nδ)α

1 − (1 − δ)α+1
+

N

2(2 − δ)
− N

4
≤

Nα

(
logβ(N)

cδα

1 − (1 − δ)α+1
+

δN1−α

4

)
≤ Nα

(
c logβ(N)

δ1−α
+

δN1−α

4

)
.

Выбирая δ = N (α−1)/(2−α) log(β/(2−α)) N , получаем оценку

Σ = O
(
N1/(2−α) log(β/(2−α))

)
.

3. Доказательство теоремы 2
Рассмотрим произвольный шельфовый алгоритм упаковки. Будем исполь-

зовать те же обозначения, что и в доказательстве теоремы 1. Пусть Sn — число

шельфов высоты rn, образовавшихся в процессе упаковки рассматриваемым

шельфовым алгоритмом.

Используя известную оценку для оптимального алгоритма заполнения од-

номерного контейнера (см. [6]), получаем:

E

(
(Sn −

Nn∑
i=1

wn
i ) h

)
= Ω

(√
N
)

.

Откуда, ввиду независимости wn
i от h, получаем оценку для числа шельфов

E (Sn|h) = E

(
Nn∑
i=1

wn
i h

)
+ Ω

(√
N
)

=
Nn

2
+ Ω

(√
N
)

.

Подставляя это выражение в равенство (1), получим, что математическое

ожидание пустой площади равно

E

∞∑
n=0

rn E (Sn h) − N

4
= E

∞∑
n=0

rn

[
Nn

2
+ Ω

(√
N
)]

− N

4
=

=
∞∑

n=0

[
rn

N(rn − rn+1)
2

+ E rnΩ
(√

N
)]

− N

4
= Σ
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В последнем равенстве мы использовали очевидное соотношение:

E Nn = N(rn − rn+1). Учитывая, что rn = (1 − δ)n, 0 < δ < 1, получаем:

Σ =
∞∑

n=0

(1 − δ)n
E Ω

(√
N
)

+
N

2(2 − δ)
− N

4
.

Получим теперь оценку снизу. Имеем (учитывая только первую сумму):

Σ ≥
∞∑

n=0

(1 − δ)n
∑

k: |k−Np|≤2 ln Np
√

Np

k1/2

(
N

k

)
pk(1 − p)N−k ≥

≥
∞∑

n=0

(1− δ)n(Np−2 ln Np
√

Np)1/2
∑

k: |k−Np|≤2 ln Np
√

Np

(
N

k

)
pk(1−p)N−k.

Используем известное неравенство для вероятностей больших уклонений

[12]: для любого 0 < a < 1

∑
k: |k−Np|>Npa

(
N

k

)
pk(1 − p)N−k ≤ 2e−Npa2/3. (3)

Пусть C0 больший из двух корней уравнения

√
C = 4 lnC.

Тогда, если Np > C0, то

2e− ln2Np <
1
2
,

Np − 2 ln Np
√

Np >
1
2
Np.

Выбрав a = 2 ln Np√
Np

, получим:

∑
k: |k−Np|≤2 ln Np

√
Np

(
N

k

)
pk(1 − p)N−k =

= 1 −
∑

k: |k−Np|>2 ln Np
√

Np

(
N

k

)
pk(1 − p)N−k ≥ 1 − 2e− ln2Np.
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Используя полученные неравенства и вспоминая, что p = δ(1− δ)n, получа-

ем для некоторой константы c′ > 0:

Σ ≥ c′
∑

{n| Np>C0}
(1 − δ)n(Np)1/2 = c′(Nδ)1/2

∑
{n| Np>C0}

(1 − δ)(3/2)n.

Условие Np > C0 равносильно следующему условию на n

n ≤ lnNδ − lnC0

− ln(1 − δ)
.

Обозначая
[

ln Nδ−ln C0
− ln(1−δ)

]
через K и преобразуя сумму, получим

Σ ≥ c′(Nδ)1/2
K∑

n=0

(1 − δ)(3/2)n ≥ c′(Nδ)1/2 1 − (1 − δ)3/2( ln Nδ−ln C0
− ln(1−δ) )

1 − (1 − δ)3/2
.

Далее имеем:

Σ ≥ c′(Nδ)3/2 1 − (1 − δ)3/2( ln Nδ−ln C0
− ln(1−δ) )

1 − (1 − δ)3/2
≥ c′(Nδ)1/2 1 − ( ln C0

ln Nδ

)3/2

1 − (1 − δ)3/2
≥

≥ c′
N1/2

δ1/2

(
1 −

(
lnC0

lnNδ

)3/2
)

.

При Nδ → ∞ имеем

Σ = Ω
(

N1/2

δ1/2

)
.

Для оставшейся части суммы справедливо неравенство:

N

2

(
1

2 − δ
− 1

2

)
=

N

4

(
δ

2 − δ

)
≥ N

8
δ.

Таким образом, получаем общую нижнюю оценку:

Σ = Ω
(

N1/2

δ1/2
+ δN

)
.

Нетрудно проверить, что минимум достигается при δ = N−1/3, что дает ниж-

нюю оценку

Σ = Ω
(
N2/3

)
.
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Осталось рассмотреть случай δ−1 = Ω(N). Имеем для некоторой константы

c > 0:

Σ ≥ c
∞∑

n=0

(1 − δ)n
E N1/2

n ≥ c

1/δ∑
n=0

(1 − δ)1/δ
N∑

k=1

k1/2

(
N

k

)
pk(1 − p)N−k ≥

≥ ce−1Nδ

1/δ∑
n=0

(1 − δ)n(1 − δ(1 − δ)n)N−1 ≥

≥ ce−1(1 − δ)1/δNδ

1/δ∑
n=0

(1 − δ)N−1 ≥ ce−2N(1 − δ)N−1 = Ω(N).

Доказательство теоремы 2 завершено.
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