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Аннотация. Работа посвящена параметрическим исследованиям течения криптона в коническом 
микросопле при истечении в область с низким давлением. Изучены особенности течений при 
различных значениях давления торможения в предсопловом объеме, в том числе при возникновении 
конденсированной фазы в потоке. Математическое моделирование проводилось на основе численного 
решения полной системы уравнений Навье-Стокса, дополненной уравнением массовой доли 
конденсата и слагаемыми в уравнении сохранения энергии, отвечающими за теплоту фазового 
перехода. В математической модели учитывалось изменение коэффициентов динамической вязкости и 
теплопроводности от температуры газа. Расчетная область включала в себя само микросопло и часть 
пространства за ним. Задача решалась методом контрольного объема на блочно-структурированной 
регулярной сетке из четырехугольных элементов с использованием схем второго порядка точности. По 
времени интегрирование уравнений проводилось с использованием метода Рунге-Кутты. Расчеты 
проводились при значениях давления торможения 5, 10 и 15 атм для однофазного и двухфазного 
течений. Приведены поля распределения температуры и числа Маха в сопле и в пространстве за ним. 
Изучено осевое распределение давления, температуры и числа Маха. Показано, что в случае 
однофазного потока наблюдается автомодельность течений газа. Поля давлений были подобны, а в 
безразмерном виде совпадали между собой. При этом наблюдалась идентичность полей скорости и 
температуры при различных значениях давления торможения. Автомодельность течения нарушается в 
зоне формирования конденсированных частиц. Размеры зон локального повышения температур, а 
также интенсивность тепловыделения зависят от заданного давления торможения, что отражается на 
скоростных характеристиках течения. 
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Abstract. The work is devoted to parametric investigations of the krypton flow in a conical micronozzle when 
flowing into a region with low pressure. The features of the flows are studied at various values of the stagnation 
pressure in the pre-nozzle volume, including the occurrence of a condensed phase in the flow. Mathematical 
modeling was carried out on the basis of a numerical solution of the complete system of Navier-Stokes 
equations, supplemented by the equation for the mass fraction of the condensate. The mathematical model takes 
into account the change in the coefficients of dynamic viscosity and thermal conductivity depending on the gas 
temperature. The problem was solved by the control volume method on a block-structured regular grid of 
quadrangular elements using schemes of the second order of accuracy. The equations were integrated with 
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respect to time using the Runge-Kutta method. The calculations were carried out at stagnation pressures of 5, 
10, and 15 atm for single-phase and two-phase flows. The distribution fields of temperature and Mach number 
in the nozzle and in the space behind it are presented. The axial distribution of pressure, temperature, and Mach 
number has been studied. It is shown that in the case of a single-phase flow, self-similarity of gas flows is 
observed. The pressure fields were similar, but in a dimensionless form they coincided to each other. In this 
case, the identity of the velocity and temperature fields was observed at different values of the stagnation 
pressure. The self-similarity of the flow is violated in the zone of formation of condensed particles. The 
dimensions of the zones of local temperature increase, as well as the intensity of heat release, depend on the 
given stagnation pressure, which is reflected in the velocity characteristics of the flow. 

Keywords: micronozzle; krypton; Navier–Stokes equations; condensed phase; mathematical modeling. 

For citation: Mitryukova E.A. Parametric studies of flows in microsoples. Trudy ISP RAN/Proc. ISP RAS, 
vol. 35, issue 2, 2023. pp. 225-234 (in Russian). DOI: 10.15514/ISPRAS-2023-35(2)-16 

1. Введение  
Микромасштабные внутренние течения жидкостей и газов являются предметом многих 
современных исследований [1-10]. Микрогидродинамика, или микрофлюидика выделяется в 
отдельную науку, занимающуюся изучением малых движущихся объемов жидкости и 
способы управления такими микропотоками [4-10]. Микротечения жидкостей встречаются 
как в естественных условиях, например, при фильтрации через пористые среды, так и в 
искусственных микросистемах. Широкое распространение микрогидродинамических 
устройств связано с миниатюризацией технических конструкций и диктуется 
необходимостью снижения энергопотребления, увеличения быстродействия, повышения 
чувствительности, расширения функциональных возможностей и другими направлениями 
совершенствования устройств.  
Микрогидродинамическая техника (микронасосы, микроклапана, микромиксеры и т.п.) 
используется интенсивно в медицине (фармацевтике) [1-4], химии (наноматериалы) [4, 5], 
биологии [1-3] и микроэлектронике [4, 6-10]. Назначением микрогидродинамических 
устройств (МГДУ) является транспортировка (перекачка) однофазных или многофазных 
гетерогенных или гомогенных сред по каналам, характерные размеры которых ограничены 
несколькими десятками микрометров.  
Малые размеры потоков приводят к тому, что часть физических явлений, играющих 
значительную роль в макроскопических течениях, перестают быть значимыми, например 
гравитация. В то же время малозначимые для макропотоков физические эффекты в 
микротечениях становятся основополагающими, например, капиллярные эффекты. 
Микротечения имеют несколько особенностей. Во-первых, несмотря на малые характерные 
размеры МГДУ, изучаемые физико-механические процессы находятся в рамках гипотезы 
сплошной среды, т.е. для их описания применимы основные законы сохранения механики 
жидкости и газа. Во-вторых, микроразмерные потоки характеризуются малыми числами 
Рейнольдса ввиду малых значений характерных геометрических размеров каналов и, как 
правило, являются ламинарными. Это позволяет не усложнять математическую постановку 
задачи моделями турбулентности. В первую очередь это касается несжимаемых сред, 
вязкость которых имеет тот же порядок, что и характерные размеры каналов. При этом 
скорости движения жидкости ограничены давлением насыщенных паров. Жидкостные 
микроканалы могут иметь различную архитектуру. Это могут быть прямолинейные каналы 
прямоугольного сечения. Другие МГДУ могут быть представлены в виде древовидной 
системы разветвляющихся каналов. Такие каналы используются, например, в 
микрорадиаторах в микроэлектронике [9, 11]. Для смешивания жидкостей могут 
использоваться микромиксеры в виде T-образно соединенных каналов [12].  
Микромасштабные течения сжимаемых газов могут отличаться от своих макроскопических 
аналогов тем, что одновременно с низкими числами Рейнольдса в них могут достигаться 
высокие числа Маха, даже если канал прямолинейный. В сверхзвуковых микросоплах 
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ускорение газа еще более ощутимое. Такие сопла могут использоваться для получения 
высокоскоростных сфокусированных пучков микрочастиц [13, 14]. В этом случае газ 
выступает как несущая среда, разгоняющаяся до сверхзвуковых скоростей и дающая 
необходимую инерцию дисперсным частицам. Силы вязкого трения вблизи стенок сопла 
значительно сужают сверхзвуковую область течения и помогают сконцентрировать частицы 
в центре сопла. 
Настоящая работа посвящена параметрическим исследованиям течения криптона в 
коническом микросопле при истечении в область с низким давлением. Целью проводимых 
исследований является определение особенностей течений в микросопле при различных 
значениях давления торможения в предсопловом объеме, в том числе при возникновении 
конденсированной фазы в потоке. Работа является продолжением, проводившихся ранее в 
работах [10, 14-16] по изучениюю течений инертных газов в микросоплах.  

2. Постановка задачи и математическая модель 
В работе численно исследуется течение криптона в осесимметричном коническом 
микросопле (рис. 1). Задача решается в осесимметричной постановке. Схема расчетной 
области показана на рисунке 1. Радиус критического сечения сопла составляет 𝑅௖௥ = 250 мкм, 
угол полураствора конуса 4,3°, длины конфузорной и диффузорной частей равны 5 и 7 мм, 
соответственно, и общая длина сопла равна 𝐿௡௢௭ = 12 мм. Для получения корректного 
распределения параметров в сопле рассчитывалась также часть пространства за соплом. 
Радиус свободного объема за соплом составляет 𝑅௩௘௦ = 25 мм, а длина 𝐿௩௘௦ = 20 мм.  

 
Рис. 1. Схема расчетной области  

Fig. 1. Sketch of the calculation domain  

Математическое моделирование проводилось на основе численного решения полной 
системы уравнений Навье-Стокса, дополненной уравнением массовой доли конденсата и 
слагаемыми в уравнении сохранения энергии, отвечающими за теплоту фазового перехода. 
Система уравнений, соответствующая законам сохранения массы, импульса, энергии и 
массовой доли конденсата записывается следующим образом [10, 14]: 
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где 𝑢 и 𝑣 проекции скорости на оси координат, 𝜏௫௫ , 𝜏௫௥ , 𝜏௥௥ , 𝜏ఏఏ  – тензоры скоростей, 𝜌 -  
плотность газа, 𝑒 – удельная энергия, h является общей энтальпией, 𝐺 – массовая доля 
конденсата, 𝑚′ - масса сверхкритических кластеров, ∆𝐻௦ – тепло фазового перехода , 𝑞 =
(𝑞௥, 𝑞௫) – вектор плотности теплового потока. 
Система уравнений сохранения (1)-(3) замыкалась соотношениями, выражающими 
обобщенный закон Ньютона, закон Фурье, энергию и энтальпию газа и уравнением 
состояния, учитывающим наличие конденсированной фазы в потоке. 
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где 𝜂 –коэффициент динамической вязкости (7), С௣ – удельная теплоемкость газа, 𝑅 – 
универсальная газовая постоянная. 
Ввиду больших температурных градиентов коэффициенты динамической вязкости и 
теплопроводности газа определяется по формулам [17, 18]: 
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𝜇 является молярной массой газа, 𝜎 – потенциальный параметр Леннарда-Джонса, 
характеризующий расстояние нулевого межмолекулярного взаимодействия, Ω – интеграл 
столкновения (8), зависящий от закона взаимодействия. 
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𝑇ത является безразмерной температурой, которая может быть определена энергетическим 
параметром потенциала Леннарда-Джонса и постоянной Больцмана 𝑘 = 1.38 ∙ 10ିଶ  J/K. 

𝜆(𝑇) =
𝜂(𝑇)𝐶௣

𝑃𝑟
, (9) 

𝜆 – коэффициент теплопроводности, определяющийся коэффициентом вязкости, 𝑃𝑟 – число 
Прандтля. 
Система уравнений (1)-(9) дополнялась уравнениями, описывающими процесс 
формирования и роста конденсированных частиц в переохлажденном потоке криптона. 
Подробная математическая модель данного процесса описана в работе [14]. Данный подход 
ранее был успешно применен для описания недорасширенных струй криптона за 
микросоплами. Результаты расчетов согласуются с экспериментальными данными [15]. 
Задача решается методом контрольных объемов [19] на основе авторского кода. Для 
расчетной области, показанной на рис. 1 построена блочно-структурированная конечно-
объемная сетка, заполненная четырехугольными элементами, которые в засопловом 
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пространстве принимают форму прямоугольников (рис. 2). Сетка в блоках 1 и 2 равномерная, 
без сгущения, в блоке 3 шаг расчетной сетки увеличивается по мере удаления от нижней 
границы. Общее количество сеточных элементов составляет 355 тысяч ячеек. Сеточная 
сходимость исследовалась на задаче движения вязкого теплопроводного газа без учета 
эффектов конденсации на основе сравнения графиков распределения температуры, скорости 
и давления на оси сопла с соотвествующими распределениями, характерными для течения 
невязкого и нетеплопроводного газа. В применяемом подходе контрольные объемы 
совпадают с элементами сетки. Основные переменные определяются в центральных точках 
ячеек. 
Нахождение конвективного и диффузионного потоков на границе контрольной ячейки 
осуществляется при помощи линейной аппроксимации решения в каждой ячейке. Величина 
конвективного потока через границу ячейки определяется при помощи противопоточной 
схемы. Определение значений параметров потока в центрах ячеек позволяет избежать 
проблемы деления на ноль при реализации численного алгоритма для уравнений (1) – (9), так 
как в этом случае значение радиуса не обращается в ноль. Для интегрирования уравнений по 
времени использовался метод Рунге-Кутта. Шаг по времени, используемый для расчета 
газовой фазы составляет 10−10 с, для расчета течения газа с конденсатом – 10−12 с. Расчет 
одного варианта на ПК (процессор AMD Ryzen 5 1600, оперативная память 64 Гб) занимает 
около 500 часов. 

 
Рис. 2. Блоки расчетной сетки (а) и схема сеточных линий (б) 
Fig. 2. Calculation mesh blocks (a) and sketch of the mesh lines (b) 

Расчетная область ограничена четырьмя видами границ: входная граница в сопло, 
непроницаемые стенки, ось симметрии и граница выхода в камеру с низким давлением. На 
входной границе задавались температура торможения 𝑇 = 300 К и давление торможения газа 
𝑝଴, которое задавалось равным 5, 10 и 15 атм. Стенки сопла и вертикальные стенки вакуумной 
камеры за ним – непроницаемые адиабатические стенки, на которых выполняется условие 
прилипания потока. В выходных сечениях в случае дозвукового истечения поддерживается 
постоянное давление 10−2 Пa, в случае сверхзвукового истечения реализуется снос 
параметров потока. В начальный момент времени газ считается неподвижным, по всей 
области интегрирования задаются параметры торможения. Термодинамические свойства 
криптона определяются в соответствии с [18, 19]: 𝐶௣  = 246 Дж/(кг·K), 𝐶௩  = 147 Дж/(кг·K), 

𝑅 = 99 Дж/(кг·K), 𝛾 =
஼೛

஼ೡ
=1.67, 𝜎 = 3.542 Å, 𝜀/𝑘 = 178.9 K, 𝑃𝑟 = 0.7.  

3. Результаты численного моделирования 
Численное моделирование проводилось поэтапно. На первом этапе методом установления 
рассчитывались параметры течения криптона без учета конденсированной фазы. 
Распределение числа Маха и температуры газа представлены на рис. 3. Слева вверху более 
детально показана картина течения в расширяющейся части сопла и на выходе из него. На 
рисунках белая линия отделяет дозвуковую часть потока от сверхзвуковой. Можно увидеть, 
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что вблизи стенки сопла из-за наличия вязкого трения, формируется достаточно широкая 
зона дозвуковых скоростей, которая увеличивается вверх по потоку. В самом широком месте 
эта зона занимает 17.7% от радиального размера потока. Температурное поле соответствует 
энергетическому распределению. В пристеночной области течения температура 
приближается к температуре торможения, а по мере приближения к оси канала – к идеальной 
кривой невязкого течения. За соплом по краю недорасширенной сверхзвуковой струи 
формируется область повышенной температуры. В струе температура опускается ниже 10 К. 
В результате числа Маха в струе достигают значений выше 22. Следует отметить, что число 
Рейнольдса, рассчитанные по средней скорости потока в горловине сопла не превышают 
величину 2190, а максимальное число Кнудсена равно 9.410−4. Данные числа подтверждают 
применимость ламинарной модели течения и правомерность использования уравнений 
Навье-Стокса для описания течения в исследуемом микросполе. 

 
(а) 

 
(б) 

Рис. 3. Распределение числа Маха (а) и температуры (б) однофазного потока 
Fig. 3. Mach number distribution (a) and temperature field (b) for single phase flow 

Как и в случае невязкого, нетеплопроводного газа, течения при различных давлениях 
торможения оказались автомодельными - поля безразмерных давлений (отнесенных к 
давлению торможения) совпали между собой. При этом, поля скорости и температуры были 
абсолютно идентичными для различных 𝑝଴. Это можно увидеть на рис. 4., на котором 
показано изменение давления, температуры и числа Маха вдоль оси расчетной области.  
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(а) (б) 

 
(в) (г) 

Рис. 4. Изменение статического (а) и относительного (б) давления,  
температуры (в) и числа Маха (г) вдоль оси 

Fig. 4. Variation of static (a) and dimensionless (b) pressure, 
 temperature (c) and Mach number (d) along axis 

На рис.4а приведено распределение осевого давления в МПа. Обозначения на данном 
рисунке соответствуют различным давлениям торможения в предсопловом объеме: 1 – 5 атм, 
2 – 10 атм, 3 – 15 атм (на всех рисунках). На рис.4 б показано уже давление, отнесенное к 
давлению торможения. Кривые для различных расчетов совпадают между собой. На всех 
графиках вертикальная пунктирная линия отмечает срез сопла. 
Автомодельность течения нарушается, когда на втором этапе исследования подключается 
модель формирования и роста конденсированных частиц. Данный этап также рассчитывается 
методом установления. Результаты моделирования двухфазных течений показаны на рис.5, 
6.  
Появление частиц второй фазы приводит к запуску процесса тепловыделения, а тот в свою 
очередь к повышению температуры. Рис. 5 соответствует давлению торможения равному 15 
атм. Лучше всего этот эффект прослеживается на поле температур. 
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Рис. 5. Распределение числа Маха (а) и температуры (б) двухфазного потока 
Fig. 5. Mach number distribution (a) and temperature field (b) for two phase flow 

  
(а) (б) 

Рис. 6. Изменение температуры (а) и числа Маха (б) двухфазного потока вдоль оси 
Fig. 6. Variation of temperature (a) and Mach number (b) for two phase flow along axis 

На выходе из сопла между областями с температурой 80 К появляется локальная зона 
прогретая до 90 К. В этой области поток замедляется. Лучше всего это видно на графиках на 
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рис. 6. Параметры локальной области повышения температуры зависят от давления 
торможения. Это связано, прежде всего, с тем, что разным значениям 𝑝଴ соответствуют 
разные значения температуры, при которых криптон начинает конденсироваться. При 
давлении торможения 5 атм, стартовая температура конденсации равна 60 К, а при давлении 
15 атм – около 75 К. Интенсивность тепловыделения также разная. Большее давление 
торможения приводит к более интенсивному прогреву газа в зоне конденсации. Процесс 
конденсации прекращается в одной и той же точке для всех вариантов, в точке 𝑋 = 0.015 м. 
В результате неравномерного распределения температуры в этих зонах происходит 
деформация кривой числа Маха (рис.6б). При давлениях торможения 10 и 15 атм хорошо 
видны зоны торможения. При давлении 5 атм явного торможения не наблюдается, но 
разгоняется поток гораздо медленнее, чем в однофазном случае.  

4. Заключение 
В работе проведены параметрические исследования течения криптона в коническом 
микросопле при истечении в область с низким давлением. Изучены особенности течений в 
при различных значениях давления торможения в предсопловом объеме, в том числе при 
возникновении конденсированной фазы в потоке. Исследования проведены при 𝑝଴ = 5, 10 и 
15 атм. Показано, что в случае однофазного потока наблюдается автомодельность течений 
газа. При этом, поля скорости и температуры являются абсолютно идентичными для 
различных значений давления торможения. Автомодельность течения нарушается, когда 
подключается модель формирования и роста конденсированных частиц. Размеры зон 
локального повышения температур, а также интенсивность тепловыделения зависят от 
заданного давления торможения. Это отражается на скоростных характеристиках течения.  
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